Activitér:

1) Trouve une fonction F ayant pour dérivée sur I la fonction f donnée dans chacun des
cas suivants :

a) f(x):2x+3x2—7 sur I=R ; b) f(x):x—4x3 surl=R ;
¢) f(x)=cosx—2sinx sur ]=[0;;’z'[ 4

d) f(x)=-3sinx+1+tan’ x  sur [=]%;%{ :

e) f(x) :%—%ﬂ:os;( sur I=]0;2ﬂ'[
X

2) On considere la fonction f définie sur R par f(x) = x’ —4x* +8x—1.

Déterminer une fonction G ayant pour dérivée la fonction f .

3) a) Détermine deux autres fonctions H et K dérivables sur R ayant toutes les deux pour
dérivées la fonction f .

b) Donne la forme générale des fonctions dérivables sur R ayant pour dérivée la
fonction f .

c) Détermine L, fonction numérique dérivable sur Rtel que L'(x)= f(x) etL(1)=-1.

Peux-tu trouver une autre expression de L autre que celle que tu viens d’obtenir ?

Primitives de fonctions élémentaires :

Fonction f Primitives F de f Sur l'intervalle
f(x)=a ER F(x)=ax+c c€R R
=x" neN el R
f=x m F)==—+¢ ceR
n+l
1 — . ,
fO=~ meND | F=— e, | 0oul0t
X (n—1)x"
ceER
f(x)=cosx F(x)=sinx+c¢ c €R R




f(x)=sinx F(x)=—cosx+c R
ceR
f(x):L F(X)=2‘\/;+C’C ER ]01+w‘[
Jx

— _ r+l . .

fo=x reQ\-1 | o ¥ gk [0:+20[ _, J0;420]
r+1
fO)=1+tan’ x=— ](2k—1)£;(2k+1)£[
COS X | F(x)=tanx+c, € eR 2 2
keZ

Exercice dapplication :
1) Déterminer les primitives F de f sur I'intervalles K indiqué dans chacun des cas :

a) f(x)=3x"—x+7 K=R; b) f(x) =cosx—5sinx K =[O;2;¢]; c) f(x) =$in§—5{:054x

K=[0;27] ;d) f(x) = i—1 K =]0;+]
X

i

2) On considere les fonctions f et g définies par f(x) =cosx—xsinxet g(x)=xcosx
a) Justifier que f admet une primitive sur IR.
b) Calculer la dérivée de g sur R. En déduire une primitive de f sur R.

, , N . -
c) Déterminer la primitive de f sur IR qui la valeur 1 en —

Exercice dapplication :
1) Déterminer les primitives F de f sur I'intervalles K indiqué dans chacun des cas :

a) f(x)=3x"—x+7 K=R; b) f(x) =cosx—5sinx K 2[0;2?1']; c) f(x) :sing—ﬁcosélx

K=[0;27] ;d) f(x) = i—1 K = ]0;+o0[
o

5

2) On considere les fonctions f et g définies par f(x) =cosx—xsinxet g(x)=xcosx
a) Justifier que f admet une primitive sur IR.
b) Calculer la dérivée de g sur R.  En déduire une primitive de f sur R.

. . e : =i
c) Déterminer la primitive de f sur IR qui la valeur 1 en T



Activitéi:
1
1) a) Dériver sur [0;+0[ la fonction? > ——cos (@t + ).
@
b) Déduire une primitive sur [0;+0C>[ de la fonction 7 - sin ((ur +(0} :

2) Apres 'exploitation graphique, ces ¢léves ont obtenuy, =5, @ = % ety = % :

Déduire de la question 1 b) [’expression de x(1)

3) Calculer alors la position du mobile a I’instant t=9 secondes.
Activitéz :
4) Linéariser sin’ x etcos” x .
5) Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes : sin3x, sin x,cos4x,
cos2x.
6) Déduire une primitive de chacune des fonctions sin’ x etcos® x.
7) Décrire alors une méthode pour déterminer une primitive des fonctions cos” x et

sin” x.

Résumé :
Soit u une fonction et r € Q\ {—1} .

Sur tout intervalle I ol u est dérivable et positive, une primitive de toute fonction de la forme
r+l
axu'u’ estdonnée par la fonction ax -
F+

Sir € Q\ {—1}, u doit étre simplement dérivable sur I.
Si r<0, udoit étre dérivable et strictement positive sur I.

Consequence:

e SineN\({1}, u— =u'u"" et une primitive de la fonction i sur tout

!

i i
—n+l 1

; 2 .. : i
intervalle ol u est dérivable et non nulle est la fonction =— — .
—n+1 (n—Du

u
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e Une primitive de la fonction sur tout intervalle ol u est dérivable et

u 2

strictement positive est la fonction



Propriété : Soit une fonction u dérivable sur un intervalle I. La fonction f définie sur I
par f(x) = u'(x)e*™) admet des primitives sur I et ces primitives F sont définies par
F(x)=e*® +k, kER.

Exemple :

On définit les fonctions f et g par f(x) = e***5 et g(x) =(x+5) e* *1°% leurs
primitives F et G sont definies par : F(x)= 334"*5 +k et G(x) =§~e"2+1“x+k. ke R

EXERCICE D’APPLICATION

1) Calculer la dérivée de chacune des fonctions définies par :
x—1

fO)=ePInx ; g(x) =In(e* —2); h(x):i‘f:; j(x) = ev1.

2) Calculer une primitive de chacune des fonctions définies par :
fl)=_e"H ; g(x)= h(x)=xe*" 2 + 3x2.

ex
3e¥4+2’

3) Soit les fonctions q et w définies par g(x) = (3x+5)e* et w(x) = (ax®+ bx+c)
e*ol a, b et ¢ sont des nombres réels. Déterminer a , b et ¢ pour que w soit une
primitive de q.



Propriété :
Soient u et v deux fonctions continues sur un intervalle [ soient a, b et ¢ trois éléments
de I. On suppose que u et v admettent des primitives sur I. Soient k un réel quelconque :

P. Linéarité
. f;(u + v)(x)dx = I;(u(x) + v(x)dx = f; u(x)dx + f; v(x)dx

. J::(u —v)(x)dx = j':(u(x) —v(x)dx = fab u(x)dx — f; v(x)dx
. f;(ku)(x)dx = _fab ku(x)dx = k f; u(x)dx

P . Relation de CHASLES

(s b b
Iu(x)dx—l—[ u(x)dxzf u(x)dx
a c a
P. Positivité

e Siu(x) =0 sur[a,b] alors f;u(x)dx =0
e Siu(x) <0 sur[a,b] alors f;u(x)dx <0

P . Conservation de Cordre
Siu(x) < v(x) sur [a, b] alors f;u(x)dx < f;v(x}dx

P_. Permutation des bornes
b a
f u(x)dx = —I u(x)dx
a b
P.. Stabilité des bornes

f au(x)dx =0

a

Exercices &’ application

1. Calculer les intégrales suivantes :
s PR :

a. I=[_(t*—4t+3)dt;

b. J= [ (t? — 4t +3)dt.

N . . 5 1 e*
2. Apres avoir montré que pour tout réel x on a : i 1— ; calculer K =

ex 1+e*’
2 a
) dt ;
—11+4et




Résumé
P . Intégration par parties

Soient a et b deux réels tels que a < b et soient u et v deux fonctions définies et
continues sur [a,b]. On a :

b b
j u(x)v' (x)dx = [u(x)v(x)]> —j u' (x)v(x)dx

P,. Si u est une fonction paire alors : ¥V a € R f_aa u(x)dx = 2 f;u(x)dx.
P3. Si u est une fonction impaire alors : Va € R f_aau(x) dx = 0.
P4. Si u est une fonction périodique de période p alors :

v Va €eR f;+pu(x) dx = fnp u(x) dx
v Vab eR f;:;u(x}dx =f; u(x) dx.

1. Utiliser I'intégration par parties pour calculer :

a. f=f:(t—1)costdt; b.J = [Ft*sintdt .
2. Sans calculer démontrer que :
a. ffn(tz —1)costdt =2 fon(tz —1)costdt ;

m
b. [*t3sintdt=0.

3

T
3. Pour tout entier naturel n,on pose [, = fu" t" sin(2t) dt, prouver que :

n+1
=L.= G) et en déduire lim,,_,, I,

4. Compléter les exercices par ceux du livre.



